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Проведено сравнение рассчитанных по математической модели и зарегистрированных 
значений инфицированных индивидуумов во время эпидемий гриппа и кори. Не во всех случа-
ях наблюдается удовлетворительное совпадение исследуемых характеристик. Выполнены 
оценки дисперсии числа инфицируемых. Расчеты показали, что дисперсия может достигать 
значительных величин и ее необходимо учитывать при анализе эпидемических процессов. 

Ключевые слова: моделирование эпидемического процесса, дисперсия, эпидемии гриппа 
и кори. 

The comparison of the values calculated according to the mathematical model and those 
recorded for infected individuals during influenza and measles epidemics was performed. Satisfactory 
coincidence of the studied characteristics is not observed in all the cases. The dispersion of the 
number of infected individuals was evaluated. The calculations showed that the dispersion can reach 
significant values and should be taken into account in the analysis of epidemic processes. 

Keywords: modeling of epidemic process, dispersion, influenza and measles epidemics. 
 
 
 

Введение 
 
В основе современных методов описания 

динамики развития эпидемических процессов, 
положены подходы, разработанные в 60–70 го-
дах прошлого века О.В. Барояном и Л.А. Рваче-
вым [1–3]. Используемые в этих детерминисти-
ческих моделях уравнения описывают процесс 
развития эпидемии без учета статистической 
природы эпидемических процессов. Они дают 
нам оценку среднего ожидаемого количества 
заболевших индивидуумов. В то же время на 
эти характеристики оказывает влияние множе-
ство случайных известных и неизвестных фак-
торов, приводящих к тому, что фактические 
данные о протекшей эпидемии являются слу-
чайной величиной. Вследствие этого при прак-
тическом использовании прогнозов необходимо 
иметь представление о возможном статистиче-
ском разбросе оценок числа заболевших – дис-
персии, которая характеризует отклонение фак-
тического числа заболевших индивидуумов от 
среднего значения. Неучет этого явления может 
привести  к неправильным,  грубым оценкам ре- 

сурсов, необходимых для проведения противо-
эпидемических и лечебно-профилактических 
мероприятий. 

Большинство подходов к статистическому 
описанию эпидемических процессов сталкива-
ются со значительными техническими трудно-
стями, связанными с незамкнутостью уравне- 
ний [4]. В соответствии с этим современные 
статистические модели эпидемических процес-
сов лишь в той или иной степени приближаются 
к последовательному описанию данных слож-
ных процессов (см., например, [5, 6]). В работах 
[7, 8] предложен новый метод решения данной 
проблемы и получены замкнутые уравнения для 
определения статистических характеристик эпи-
демического процесса. 

В данной работе проводится анализ этого 
метода и вычисляются первые и вторые момен-
ты числа чувствительных и инфицируемых ин-
дивидуумов с использованием информации о 
сезонных вспышках гриппа в г. Новосибирске 
2001–2005 годов [9] и данных о динамике эпи-
демий гриппа [10] и кори [11]. 
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Материалы и методы 

В соответствии с [7, 8] система уравнений 
для моделирования  эпидемического  процесса и  

определения вторых моментов (дисперсии чис-
ла чувствительных и инфицированных) записы-
вается следующим образом: 

;                                                                                       (1) 

.  

; 

;                                                                  (2) 

. 

Здесь 〈S〉 и 〈I〉 – математическое ожидание 
числа чувствительных и инфицированных ин-
дивидуумов, σS

2 и σI
2 – дисперсии чувствитель-

ных и инфицированных, v – частота заражения 
индивидуума, отнесенная к одному индивидуу-
му из группы населения 〈I〉 и отражающая весь 
комплекс наблюдаемых и ненаблюдаемых явле-
ний эпидемического процесса – скученность на-
селения, интенсивность перемещения, патоген-

ность возбудителей, климатические факторы и 
др.; w – частота выбывания индивидуума из 
группы 〈I〉. Угловыми скобками обозначена 
процедура усреднения по статистическому ан-
самблю, «крышечками» сверху обозначены 
пульсации – отклонение случайной величины от 
математического ожидания. 

Для решения системы уравнений (1), (2) не-
обходимо задать начальные условия: 

; 

. 

Из (2) видно, что вторые моменты целиком 
определяются набором первых моментов числа 
чувствительных и инфицированных, а также ко-
эффициентами v и w. 

Систему дифференциальных уравнений 
(1,2) аппроксимируем системой разностных 
уравнений 

; 

. 

;                                   (3) 

; 

 

, 

где Δt – шаг по времени, используемый при моделировании эпидемического процесса. 
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Результаты и обсуждение 
 
Возможности исследуемого метода прове-

рялись на двух типах эпидемических процессов: 
эпидемия гриппа и эпидемия кори. Было прове-
дено две серии расчетов. В первой серии вычис-
лялись только математические ожидания харак-
теристик эпидемического процесса без учета их 
дисперсии. Цель этих расчетов – определить 
прогностические возможности исходной доста-
точно простой модели. Во второй серии расче-
тов вычислялись математические ожидания и 
дисперсии с учетом их взаимного влияния. 

При анализе теоретических результатов и 
сравнении их с реальными данными необходи-
мо учесть следующее. В математической моде-
ли (1,2) есть четыре параметра (v, w, S0, I0), ко-
торые, как показали наши многочисленные рас-
четы, сильно влияют на результаты моделиро-
вания. Причем, если значения параметра w (1/w 
– продолжительность пребывания в группе ин-
фицированных) для каждого заболевания при-
близительно известны, то значение параметра v 
заранее неизвестно и для различных эпидемий 
может меняться на порядки. Значение парамет-
ра I0 (число инфицированных в момент начала 
эпидемии) также приблизительно известно. А 
вот значение параметра S0 (начальное число 
чувствительных) в некоторых случаях неопре-
деленно. 

На рис. 1 представлены вычисленные (спло-
шная толстая линия) и наблюденные [10] значе-
ния числа инфицированных для эпидемии грип-
па в изолированной группе детей (школа-
интернат). В этом примере значения I0 = 1 чел. и 
S0 = 365 чел. достоверны. Хорошее совпадение 
теоретических и наблюденных значений полу-
чается при v = 0,0024 (чел. день)–1 и w = 0,45 
(день)–1. Значения этих параметров согласуются 
с приведенными в [10]. В следующем примере 
(см. рис. 2) моделируется эпидемия кори в Нью-
Йорке в 1962 году [11]. Население Нью-Йорка в 
том году было 7781984 человека. Однако, как 
сказано в [11], после тщательного анализа стало 
ясно, что только 505829 человек не имеют им-
мунитета от кори, а остальные ранее переболели 
этой болезнью. Именно это значение S0 = 
505830 чел. и было взято нами (так же, как и ав-
торами работы [11]). Как видно из рис. 2, полу-
чается удовлетворительное совпадение рассчи-
танных и наблюденных значений динамики 
числа инфицированных при значениях парамет-
ров I0 = 21 чел., v = 0,40·10–6 (чел. день)–1 и w = 
0,17 (день)–1, совпадающих с приведенными в 
[11]. В примерах моделирования эпидемий 
гриппа, которые прошли в г. Новосибирске в 
2001, 2003, 2004 и 2005 годах [9] совпадение 
рассчитанных и наблюденных значений числа 
инфицированных не столь хорошее. После мно-
гочисленных расчетов с различными значения-

ми упомянутых выше параметров 
модели наилучшие результаты, 
представленные на рис. 3–6, были 
получены при S0 = 50000 чел. для 
эпидемий 2001, 2003 годов и S0 = 
10000 чел. для эпидемий 2004 и 
2005 годов и разумных значениях 
параметров v и w. Хотя формально 
мы должны были задавать S0 = 
1400000 чел. (население г. Новоси-
бирска). Но для больших значений 
параметра S0 = 500000 чел., 
1000000 чел., 1400000 чел. рассчи-
танное значение числа инфициро-
ванных отличается от наблюден-
ных в десятки и сотни раз. 

Из приведенных на рис. 3–6 
данных видно, что кривые наблю-
даемой заболеваемости для разных 
лет  значительно  различаются.  Ве- 

Рис. 1. Рассчитанное (толстая сплошная кривая) и зарегистриро-
ванное [10] количество инфицированных гриппом. S0 = 360, I0 = 2,
v = 0,24·10–2 (чел. день)–1, w = 0,45 (день)–1. Тонкие линии – число
инфицированных плюс (минус) рассчитанное стандартное откло-
нение 
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Рис. 2. Рассчитанное (толстая сплош-
ная кривая) и зарегистрированное [2] 
количество инфицированных корью. 
S0 = 505830, I0 = 21, v = 0,40·10–6 (чел. 
день)–1 и w = 0,17 (день)–1. Тонкие ли-
нии – число инфицированных плюс 
(минус) рассчитанное стандартное от-
клонение 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
Рис. 3. Рассчитанное (толстая сплош-
ная кривая) и зарегистрированное ко-
личество инфицированных во время 
эпидемии гриппа в Новосибирске в 
2001 году. S0 = 50000, I0 = 18, v = 
0,10·10–4 (чел. день)–1 и w = 0,33 
(день)–1. Тонкие линии – число инфи-
цированных плюс (минус) рассчитан-
ное стандартное отклонение 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
 
Рис. 4. Рассчитанное (толстая сплош-
ная кривая) и зарегистрированное ко-
личество инфицированных во время 
эпидемии гриппа в Новосибирске в 
2003 году. S0 = 50000, I0 = 44, v = 
0,70·10–5 (чел. день)–1 и w = 0,25 
(день)–1. Тонкие линии – число инфи-
цированных плюс (минус) рассчитан-
ное стандартное отклонение 
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Рис. 5. Рассчитанное (толстая 
сплошная кривая) и зарегистриро-
ванное количество инфицирован-
ных во время эпидемии гриппа в 
Новосибирске в 2004 году. S0 = 
10000, I0 = 51, v = 0,32·10–4 (чел. 
день)–1 и w = 0,20 (день)–1. Тонкие 
линии – число инфицированных 
плюс (минус) рассчитанное стан-
дартное отклонение 
 
 

 

 
 
 
 
 
 
Рис. 6. Рассчитанное (толстая 
сплошная кривая) и зарегистриро-
ванное количество инфицирован-
ных во время эпидемии гриппа в 
Новосибирске в 2005 году. S0 = 
10000, I0 = 77, v = 0,30·10–4 (чел. 
день)–1 и w  =  0,20 (день)–1. Тонкие 
линии – число инфицированных 
плюс (минус) рассчитанное стан-
дартное отклонение 
 
 

 
роятно, эти различия обусловлены разными ти-
пами (субтипами) циркулировавшей вирусной 
инфекции, разным количеством индивидуумов, 
получивших профилактические прививки, и 
другими факторами. Очевидно, что в этих при-
мерах практически невозможно заранее опреде-
лить параметр S0 – число потенциально чувст-
вительных, которые теоретически могу всту-
пить в контакт с инфицированными, а также па-
раметр v, отражающий весь комплекс наблю-
даемых и ненаблюдаемых явлений эпидемиче-
ского процесса – скученность населения, интен-
сивность перемещения, патогенность возбуди-
телей, климатические факторы и др. 

С целью анализа поведения параметра v в 
эпидемическом процессе была решена обратная 
задача – по известным из наблюдений значени-

ям числа инфицированных из уравнений (3) для 
каждого момента времени вычислялся параметр 
v. Среднее за все время эпидемии значение это-
го параметра для эпидемии 2004 года и для S0 = 
10000 чел., 100000 чел. и 1000000 чел. равно, 
соответственно, 0,31·10–4 (чел. день)–1, 0,26·10–5 
(чел. день)–1 и 0,25·10–6 (чел. день)–1, а коэффи-
циент вариации этого параметра равен 0,68, 0,90 
и 0,91, соответственно. Очевидно, что времен-
ная изменчивость этого параметра довольно 
существенна. Аналогичные результаты получа-
ются и для остальных эпидемий 2001, 2003 и 
2005 годов. Принципиально иное поведение 
этого параметра наблюдается в эпидемиях  
[10, 11]. Для данных [10] среднее значение и 
стандартное отклонение его равны 0,27·10–2 
(чел. день)–1 и 0,48,  а для данных [11] эти значе- 
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Вычисленные  значения  коэффициента  вариации  при  максимальном   
значении  числа  инфицированных  

[3] [4] 2001 2003 2004 2005 
k k S0, чел. k S0, чел. k S0, чел. k S0, чел. k 

0,30 0,22 5·104 0,07 5·104 0,26 1·104 0,08 1·104 0,03 
 

ния равны 0,47·10–6 (чел. день)–1 и 0,17. Необхо-
димо заметить, что во всех моделях типа [1–3] 
предполагается, что параметр v не зависит от 
времени. Видно, что это предположение удов-
летворительно выполняется для данных [10, 11] 
и заметно хуже выполняется для данных [9]. 

Из этих примеров следует вывод о необхо-
димости более тщательного анализа числа заре-
гистрированных инфицированных и разработки 
специальной процедуры задания параметров  
v и S0. 

Во второй серии расчетов моделировались 
рассмотренные выше эпидемические процессы 
с учетом взаимного влияния дисперсии и мате-
матического ожидания (3). 

На рис. 1–6 пунктирными линиями пред-
ставлены графики 〈I〉 ± σI , а в таблице приведе-
ны значения коэффициента вариации k = σI / 〈I〉, 
соответствующие максимальным значениям 
числа инфицированных индивидуумов. Видно, 
что в некоторых случаях коэффициент вариации 
может достигать 30%, а прогнозируемое макси-
мальное значение числа инфицированных с ве-
роятностью 0,68 может находится в интервале 
(0,7÷1,3) 〈I〉. 

 
Выводы 

 
1. Вычисленные значения дисперсии числа 

инфицируемых при эпидемических процессах 
могут достигать значимых величин и их необ-
ходимо учитывать при анализе масштабов эпи-
демии. 

2. Необходимо дальнейшее совершенство-
вание математической модели, в частности, не-
обходим более надежный и объективный метод 
задания параметров модели. 
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